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1 Introduction
Nous nous proposons résoudre un problème doptimisation globale issu de lindustrie,
que nous avons appelé le Problème M. Le cadre fonctionel dans lequel sera posé
ce problème est lespace L1 des fonctions mesurables au sens de Lebesgue et
dénies dans lintervalle I = [0; 1] dont la valeur absolue est intégrable sur ce
dernièr intervalle.
Pour ça faire ça, il faut introduire le nouveau concept de Courbe V -dense
(CVD), qui est une généralisation du concept de courbe alpha-dense, et qui
permet de densier des sous-ensembles despaces vectoriels topologiques qui ne
sont pas nécessairement métrisables et, en conséquence, nous navons pas une
métrique pour exprimer la densité au moyen dun petit paramètre , qui est la
caractéristique propre de l-densité.
Nous démontrerons que lensemble de faisabilité du Problème M est le sous-
ensemble D de L1 des fonctions de probabilité
D 
(
f 2 L1 : f  0 and
Z
[0;1]
f = 1
)
qui est densiable par courbes V -denses si lespace L1 est muni de la topologie
faible.
Nous montrerons que le Problème M, qui consiste à trouver une fonction
de probabilité f de D, associée à la vie moyenne dun appareil électronique, tel
que soit capable de minimiser lespérance mathématique dénie par une certaine
fonctionnelle sur L1, nest pas un problème bien-posé dans D. Cependant, grâce
à la compacité, le Problème M a une solution sur chaque courbe V -dense dans
D pour tout voisinage faible de zéro V , ce qui nous permettra de trouver une
fonction de probabilité approchée avec précision arbitraire.
La méthode des courbes V -denses va nous permettre de construire un algo-
rithme convergent pour trouver les solutions approchées des problèmes doptimisation
globale qui ne sont pas bien-posés lorsque lensemble de faisabilité appartient à
un espace vectoriel topologique non métrisable.
En Mathématique le mot complexité, comme synonyme de di¢ culté, na pas
une signication claire. Cependand, il est facile de comprendre que les problèmes
mathématiques concernant fonctions de plusieurs variables sont, en general, plus
complexes que ceux qui dépendent des fonctions dune seule variable. La théorie
des Courbes Alpha-Denses essaie de réduire la complexité associée à la dimen-
sion et établie une théorie dapproximation sur les domaines, dans le sense de
la métrique dHausdor¤ (Kelley,1955), donc cette théorie on applique seulement
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aux espaces métriques. Quelques applications, comme loptimisation des fonc-
tions continues à plusieurs variables, lapproximation dintégrales multiples par
intégrales simples, lexistence de solution dinégalités non linéaires, etc., ont eté
traitées avec les techniques basées sur les Courbes Alpha-Denses (Cherruault et
Mora, 2005).
Dans les situations précédentes, lespace métrique naturel était lespace eucli-
dien Rn, cest-à-dire, notre espace référence était toujours de dimension nie.
Néanmoins, il y a beaucoup de processes industriels et biomédicales pour lesquels
la modélisation mathématique a besoin dun espace de dimension innie et pas
forcément métrisable. Donc, il était necessaire faire une révision du concept
dalpha-densité pour être utilisé dans les problèmes dont les solutions appar-
tienent aux espaces vectoriels topologiques non métrisables. En conséquence,
la notion de courbe alpha-dense dans espaces métriques sera substituée par le
plus général notion de courbe V -dense dans les espaces vectoriels topologiques
et nous permettra détablir une théorie adaptée pour résoudre les nouveaux
problèmes doptimisation globale.
2 La Théorie des Courbes Alpha-Denses
Supposons que X un ensemble donné, en principe sans aucune structure al-
gébrique ou topologique, et soit
f : X ! R (2.1)
une fonction donnée. Le problème général doptimisation globale consiste à
trouver la valeur, nie ou innie,
f  inf ff(x) : x 2 Xg . (2.2)
Dans la majorité des case pratiques on essai de trouver la valeur f, ou bien
une approximation, associée à une fonction donnée f , denie en (2.1), continue
dans un espace métrique X. Cependant, encore si f est di¤érentiable et X est
par exemple un cube fermé et borné de Rn, les méthodes de minimisation ont
des di¢ cultées sérieuses pour trouver f et cette recherche devient plus di¢ cile
lorque la dimension spatiale n augmente.
La théorie des courbes -denses appliquée aux fonctions continues dans les
espaces métriques transforme dans une première étape le problème (2.2) en un
problème doptimisation globale uni-dimensional suivant :
f

 inf f(t) : t 2 I	 , (2.3)
avec
f  f  , (2.4)
où  est une courbe dans X dite -dense et est dénie comme suit.
Dénition
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Soit K un sous-ensemble de diamètre ni dun espace métrique (X; d) et 
un réel positif. Une fonction continue  : I  [0; 1]! X est dite -dense dans
K si
  (I)  K,
et, pour tout x 2 K arbitraire, il existe t 2 I tel que
d((t); x)  . (2.5)
La transformation du problème (2.2) en (2.3) est dune importance fon-
damentale dans cette théorie car on peut réduire complètement la complexité
due à la dimension de lespace, donc, il permet dappliquer les bonnes méth-
odes qui existent pour déterminer des minima des fonctions dune seule vari-
able. La continuité de f dune part et la faible distance séparant la courbe de
lensemble K, exprimée en (2.5), dautre part, justient le choix de la transfor-
mation précedante et sa convergence, car on a
lim
!0
f

= f,
sous lhypothèse de trouver dans K des courbes -denses de densité arbitraire-
ment petite.
Un second aspect de la théorie des courbes -denses est de dénir des critères
pour savoir si certains sous-ensembles peuvent être remplis par des courbes -
denses pour tout  > 0.
Dénition
Un sous-ensemble K de diamètre ni dun espace métrique (X; d) est dit
densiable si, pour tout  > 0, K contient une courbe -dense .
Par exemple, tous les cubes de Rn sont densiables et, de plus, les courbes
-denses dans ces cubes peuvent être choisies de classe C1 dans lintervalle unité
I (Cherruault and Mora, 2005).
3 La Théorie des Courbes V-Denses
Dans les espaces vectoriels topologiques, le concept de l-densité sera substitué
par la notion de V -densité, où V est un voisinage de 0, celle-ci est dénie par
(Mora and Mira, 2003):
Dénition
Soit V un voisinage de 0 et A un sous-ensemble dans un espace vectoriel
topologique (E; T ). Une courbe V : I ! E est dite V -dense dans A si limage
V (I)  A,
et pour tout x 2 A il existe t 2 I tel que
x  V (t) 2 V ,
qui est équivalent à
A  V + V ,
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où V est limage V (I).
Dénition
Un sous-ensemble A dun espace vectoriel topologique (E; T ) est dit densi-
able si, pour tout voisinage V de 0, il existe une courbe V -dense V dans A.
Nous pouvons obtenir une grande classe de sous-ensembles densiables comme
conséquence du résultat suivant:
Théorème
Dans un espace vectoriel topologique localement convexe (E; T ),tout sous-
ensemble borné et convexe A est densiable pour la topologie faible (E;E0).
Corollaire
Le sous-ensemble D de L1 des fonctions de probabilité, est densiable si
lespace L1 est muni de la topologie faible.
Cependant D nest pas densiable pour la topologie induite par la norme et,
puisque lespace L1 muni de la topologie faible nest pas métrisable, on a besoin
dintroduire une nouvelle théorie de la densication lorsque il nexiste pas de
métrique.
4 Le Problème M
La première application de la théorie des courbes V -denses que lon fera pour
étudier le Problème M, que lon peut écrire formellement comme suit:
Problème M
Trouver une fonction de probabilité f0 2 D tel que
min
Z 1
0
f()c(; a)d : f 2 D

=
Z 1
0
f0()c(; a)d,
où  désigne la vie moyenne dun instrument électronique, modelisé par une
variable aleatoire appartenant à lintervalle I = [0; 1]; f() est la fonction de
densité associée à  et c(; a) est une fonction continue non négative dénie
dans le carré I  (0; 1), nulle sur la diagonale  = a."
Dans une situation réelle, la fonction c(; a) est bien connue et représentée
par une mesure de lerreur qui se produit lorsque nous prenons la valeur expéri-
mentale a au lieu de la valeur théorique . Par exemple, on prend dhabitude
la fonction c(; a) comme j   aj, (   a)2, etc.
Le résultat fondamental sur le Problème M est le suivant :
Théorème
Le Problème M nest pas bien-posé dans D, mais il existe un algorithme
convergent donné par la théorie des courbes V -denses qui permet approcher la
solution dans lespace L1.
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